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(i) Подточка
Ще покажем, че L е подгрупа на G, съгласно:

∀a, b ∈ Z : na+ kb ∈ Z =⇒ L ⊆ G

Тоест ще докажем, че ∀l,m ∈ L ⇒ l.m ∈ L,m−1 ∈ L.
Нека l = gna1+kb1 ,m = gna2+kb2 за произволни фиксирани a1, b1, a2, b2 ∈ Z:

l.m = gna1+kb1gna2+kb2 = gna1+kb1+na2+kb2 = gn(a1+b1)+k(a2+b2), a1 + b1, a2 + b2 ∈ Z =⇒ l.m ∈ L

m−1 = g−(na2+kb2) = g−na2−kb2 = gn(−a2)+k(−b2), −a2,−b2 ∈ Z =⇒ m−1 ∈ L

(ii) Подточка
Ще покажем, че L = 〈gd〉, тоест че {gna+kb | a, b ∈ Z} = {gdp | p ∈ Z}.
Разглеждаме произволно gna+kb:

d = gcd(n, k) ⇒ n

d
= n′,

k

d
= k′ за някои n′, k′ ∈ N na+ kb = dn′a+ dk′b = d(n′a+ k′b)

n′, k′ ∈ N, a, b ∈ Z ⇒ (n′a+ k′b) ∈ Z, тоест gna+kb = gd(n
′a+k′b) = gdp за някое p ∈ Z

(iii) Подточка
Ще покажем, че 〈gn〉 ∩ 〈gk〉 = 〈gm〉, тоест че {gni | i ∈ Z} ∩ {gki | i ∈ Z} = {gmi | i ∈ Z}.
Разглеждаме произволни gni, gki, gmi:

m = lcm(n, k) ⇒ m

n
= n′,

m

k
= k′ за някои n′, k′ ∈ N

gmi = gnn
′i, n′ ∈ N, i ∈ Z ⇒ n′i ∈ Z ⇒ gmi = gnj за някое j ∈ Z

Абсолютно аналогично, следва че gmi = gkj за някое j ∈ Z
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